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1 Analyse

1.1 Limites et ordre

Théoréme 1 Limites et ordre

1. Théoréme des « Gendarmes »

Si, pour x « assez voisin de a»(a fini ou infini), on a :
u(x) < f(X) < v(x) et siu etvontlaméme limite | en a, alors :

lim f(x) = |

X—a

2. Cas d’une limite infinie
Si, pour x « assez voisin de a »on @)f> u(x), et si:

lim u(x) = +oo, alors lim f(x) = +co

X—a X—a

(Enoncé analogue pourco)

Démonstration :
Dans le cas oa = +oo (C’est le cas qui figure au programme, la démonstration
des autres cas ne pourra vous étre demandée.)
On considére un intervalle ouvert quelcondumntenant.
La fonctionu a pour limitel en +co donc il existe un réeA tel que pour tout
X €]A; +oo[ tous les nombresg(x) sont dang.
De méme, pour la fonction:
On noteB le réel tel que pour tout €] B; +oo[ on a :v(x) € I.
On désigne pa€ le plus grand des nombrdset B. Alors pour toutx €]C; +oo[
ona:v(x) el etu(x)el.
Or, on sait queu(x) < f(x) < v(X).
Donc, nécessairemeiifx) € |
Conclusion :
f a pour limitel quandx — +oco



1.2 Bijection

Théoreme 2 dit de la « bijection »

Soit f une fonction continue et strictement monotond &,

Alors, pour tout réel k compris entrgd) et f(b), I'équation f(X) = k a
une solutiorunique dans[A, B.

Démonstration

Nous allons établir le théoreme dans le cad @st strictement croissante. Le
cas ouf est décroissante sera facile a en déduire.
On sait quef est une fonction continue sua, o).

Considérons le rééd compris entref (a) et f(b).

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe urartsique :

f(a) = k

Supposongyu'il existe réels tel ques # a et f(B) = k
SiB > a, alorsf(B) > f(a) (On sait quef est strictement croissante).
etdonc :f(B) # k
Contradiction. La supposition est donc fausse, et leaédt unique.
On procéde de mémegi< a.
D’ou le résultat.



1.3 Fonction composée

Théoreme 3 Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle

| et g une fonction définie et dérivable sur un intervalle J tel que pour
tout xe | on ait u(x) € J.

alors la fonction f= g o u est dérivable sur | et on a pour toutex :

(3 = g'(u(x)) x u'(x)

Enrésumé, on not@ou) =g oux u

Démonstration :

Note importante : les commentaireficiels du programme précisent : « le prin-
cipe de la démonstration sera indiqué »

SoitXy € |. Pour toutx € (X # Xp) on a:

fF(¥) - f(x0) _ g(u(x)) — g(u(xo))

X — Xo X — Xo
g(u(x)) — 9(u(xo)) _ u(x) — u(xo)
W —uGe) X o
ona:
lim u(x) = u(xo) = yo
On poseX = u(x). On a alors
- gu(x¥) —g(u(x)) . 9(X) — 9(Yo)
U0 W) T e Xy
= g(Yo)
De plus :
LU —ulxo)
L
Conclusion :
f'(x) = g'(Yo) X U'(Xo)
= g'(u(x0)) X g'(%o)
CQFD



1.4 Fonction exponentielle, existence et unicité

Propriété 1 S’il existe une solution f dérivable slit de I'équation
différentielle f = f avec f0) = 1,
alors f est non nulle suR

Démonstration :

On considére la fonctiog : x — f(X)f(-X). g est définie suR, et —par
composition de fonctions dérivables &#— est donc dérivable siR.
En utilisant le théoreme de dérivation composée, on a poutelr :

() F(=x) — F() F'(=x)
FF(=x) = F()F(=X) (f' = )
=0

g3

g est donc une fonction constante.

Or, f(0) = 1 doncg(0) = 1 et pour toutx € R on a :g(x) = 1.

Supposongyu’il existea € R tel quef(a) = O.

Alors on auraiig(a) = f(a)f(-a) = 0. Contradiction.

La supposition est donc faussefate s’annule jamais.
QED.

Théoréme 4 et Définition

Il existe une unique fonction f, dérivable sRrtelle que f = f et
f(0) = 1

Cette fonction est léonction exponentielleOn la noteexp.

Démonstration :
Existence :

le théoréme d’existence et d’unicité de la fonction qui s’annula en
X

X f(t)dt (voir théorémel6 pagel6) permet de prouver I'existence de

la fonction logarithme et de sa réciproque, la fonction exponentielle (grace au
théoreme de la bijection).

Unicité :

Supposongyu’il existe une autre solutiog vérifiant les conditions.

f ne s’annule pas, la fonctio% est donc définie et dérivable sRiret on a :

(g):fg—gf:fg—gfza

f f2 f2



La fonction% est donc constante. O?,(O) = % =1

Donc, pour tout réex, %(x) =1.Douf=g
Conclusion :

La fonctionf est unique.



1.5 Equation différentielle

Théoréme 5 Equation y = ky
Soitk un réel non nul. L’équationfiérentielle f = kf a pour ensemble
de solutions danRk I'ensemble des fonctions :

X = Ce

Ou C est une constante reelle quelconque.

Démonstration :

e On posef(x) = Ce*. On vérifie facilement qué est solution de I'équation.

e Réciproguement, softune solution de I'équation. On posg : x — e x f(x).
g est dérivable suR et on a :g'(x) = e*(f'(X) — kf(x)) = 0 carf’ = kf.
La fonctiong est donc constante et on page) = C. Alorson a:

f(x) = Ce™

Théoréme 6 Equationy = ay+ b

On considére I'équation gérentielle y = ay+ b (1) (a, b réels, a# 0),
et 'équation sans second membre associéegy (ou bien y—ay = 0).
Alors :

¢ |l existeune fonction constante g, solution particuliére(tg:

b
g(X) - _5!
e L’ensemble des solutions de (1) sont les fonctions :

X|—>Ceax—t—)
a

Démonstration :

¢ |a fonctiong: x -3 est solution de (1) : Immédiat.

e f estsolution de (1= pour tout x on af’(x) — af(x) = b,
ie: f'(x) —af(x) = g'(x) —ag(x)
autrementdit:{ —g) = a(f — Q)
c’est a dire :f est solution de (1x= f — g est solution dg’ = ay.
D’apreés le théoreme précédent, on doit avoir pour xocaiR, (f — g)(X) = Ce**
ou C est une constante réelle.



Conclusion : les solutions de (1) sont les fonctions :

b
XI—)CGaX—aaVGCCER

Théoreme 7 condition initiale
Il existe une unique solution de I'équatioryfdrentielle y = ay + b
vérifiant la condition initiale :

y(%0) = Yo. (X et yréels donnés

Démonstration :
D’apreés le théoréme précédent, 'ensemble des solutions de I'équation est de
la forme :

f:xHCeaX—gavecCeR

on doit avoirf(Xo) = Yo, SOitys = Ce — g

, b
Autrement dit .C = |yo + 3 e

Il existe donc un seul ré€l et la propriété est démontrée.
( Note : On peut aussi faire une démonstration par I'absurde)



1.6 Propriétés des fonctions logarithme et exponentielle

1.6.1 Lafonction exponentielle

Théoréme 8 Relation fonctionnelle
Pour tous réels a et lexp@+ b) = exp@) x exp@)

Démonstration :

On consideére la fonctioh définie sumR par : f : X — exp@+ b — x) x exp(x)

La fonctionf est dérivable suR eton a:

f'(X) —exp@+b—x) xexpX) + exp@+ b - x) x exp(x)

=0

la fonction f est donc une fonction constante.

De plus,f(0) = exp@ + b) x exp(0)= exp@+ b), et f(b) = exp@) x expb)

f étant constante, on a alors :
exp@+ b) = exp@) x expb)

Théoreme 9 Propriétés algébriques
Pour tous réels a et b, et pour tout entier relatif n, on a :

exp@) oy
exph) XPED) = o)

e exp(na) = [exp@)]" (n€ Z) o exp(g) = /exp@)
n

e expl@-b) =

Démonstration : Immédiate a partir du théoréme précédent.

Théoreme 10 Relation fonctionnelle caractéristique

Il existe une seule fonction f dérivable , non nulle Buelle que :
f(a+b)=f(a)x f(b)et f(0)=1

Cette fonction est la fonction exponentielle

Démonstration :

On sait que la fonction exponentielle vérifie les quatres conditions. Démon-

trons l'unicité.

Supposons gu'il existe une autre fonctigrérifiant ces conditions. Pour tout

x € R, on ag(x + b) = g(x) x g(b).
La fonctionx — g(x + b) est dérivable suR, eton a:
g(x+b) =g (x) x g(b), et pourx =0, on a:g'(b) = g(b)

De plusg(0) = 1. La fonctiong vérifie donc I'équation diérentiellef’ = f et

est la solution telle qué(0) = 1



g est donc la fonction exponentielle.

Contradiction. La supposition est donc fausse, et I'unicité est démontrée.

1.6.2 Le logarithme

Théoréme 11 Propriétés algébriques
Pour tous réels a et b strictement positifs, et pour tout entier relat
ona:

e Inab=Ina+Inb ° Ingzlna—lnb
e Ina"=nlna tl)

. In\”/ézﬁlna(neN*) ¢ InB:—Inb
Démonstration :

fn,

La démonstration repose sur l'utilisation des propriétés de la fonction expo-

nentielle, sa réciproque. Démonstration du premier point :

on poseJ =InabetV =Ina+Inb

Alorsona:
explU) = exp(inab) exp(V) = exp(lna+Inb)
= ab = exp(Ina) x exp(Inb)
= ab

on a alors expgd) = exp(V), donc nécessairemett = V (I'exponentielle est

bijective)

Autrement dit: lmb=Ina+Inb

On démontre le second point a I'aide d’un raisonnement par récurrence.

Théoréme 12 Equation fonctionnelle caractéristique
Si f est une fonction dérivable s]@; +o| telle que
f(ab) = f(a) + f(b) et f'(1) = 1, alors f est la fonctiorn

Démonstration :

Soit f une telle fonction. On a alorsf(1 x a) = f(1) + f(a)
Autrement dit,f(a) = f(1) + f(a). D’'ou f(1) = 0.

On considére la fonctioR définie par-(x) = f(ax)

F est une fonction dérivable sur }8s[ comme composée de fonctions dérivables
sur ]0;+oo[

Etona:F'(x) = af’'(ax)

Or, f(ax) = f(a) + f(x) donc :F’'(x) = f/(X)
On en déduit que f’(x) = af’(ax)

10



Et, pourx=1,ona:f'(1)=1=af'(a)
Onaalorspoua>0:f'(a) = =
En résumé, la fonctiof est donc telle que :

- f(1)=0
- f'(a) = g poura> 0

Conclusion :
La fonctionf est donc la fonction In

11



1.7 Les suites

Propriété 2 Suites divergentes
e Une suite croissante et non majorée diverge vexs
¢ Une suite décroissante et non minorée diverge vers

Démonstration :

Démontrons le premier point. La méthode est analogue pour le second point.
Soit (u,) une suite croissante non majoréeAatn nombre réel quelconque.

La suite n’est pas majorée, donc il existe un ranel queu, > A

Or, la suite (,) est croissante, donc pour taut- k, on a :u, > uy

Donc pour tout entien > k, on au, > A

Conclusion : La suitel,) diverge verstoco.

Théoréme 13 Suites adjacentes
Si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent et elles ont la
méme limite

Démonstration :
Soient deux suitesyf) et (v,) telles que :
(un) soit croissante ) décroissante et linfu, —v,) =0
Nn—+oo

1. Montrons que pour tout, U, < Vj
On posew, = V,, — U,. Etudions le sens de variation de,}

Whi1 —Wh = (Vn+1 - un+1) - (Vn - Un)
= (Vn+l - Vn) - (un+l - un)

Or, la suite (1,) est croissante, donaf;,; — u,) >0
Et la suite {,) est décroissante, dong,(; — v,,) < 0
On en déduit que W,,1 —W,) < 0, la suite est donc décroissante.
De plus on sait que :Oolirm(1 —-uy,=0
la suite (v,) est donc positive et pour toat
onava—U,=>0 < v,> U,
2. Montrons que les suitesiy) et (v,) sont convergentes.
pour toutn, on sait quel, < V.
Or, la suite ;) est décroissante, donc pour touy, < Vo.
On en déduit que pour tout u, < Vo
Conclusion : la suitel) est croissante et majorée pgrdonc convergente.
On procede de méme pour la suitg)(

12



3. Montrons que les suitesiy) et (v,) convergent vers la méme limite.
la suite (1,) converge vers, et la suite {,) converge vers.
D’apreés les propriétés de la limite d’uneférence, on a :
im(va—uy) =1-1L
oo
Or, ILr;nvn —-uy,=0
doncl —-L =0, cestadire! =L.
Conclusion :
les suites convergent vers la méme limite et le théoreme est démontré.

13



1.8 Croissances comparées

Théoréme 14 Croissances comparées - limites fondamentales

. e . Inx
lim — =+ im — =0

X—=+00 X X—+400 X

Démonstration :

1. Déterminons la limite d% en+oo
Dans le cours, ces propriétés sont appelées « croissance comparée ». Com-
parons les fonctiong — €* et x — X, et montrons que pour tout réel,
e > X
On pose g(x) = € - x.
La fonctiong est dérivable suR (somme de fonctions dérivables) eton a :

g9 =e-1
gx)>0 < ¢€-1>0
= e&>1
= e&>¢e
— x>0
Ona:g(0)=1
d’ou le tableau :
X | —oo 0 +00
g'(x) - 0 +
a(x) N /'
1

La fonctiong est donc positive et pour toMfon a : & > X

Pour toutx > 0,on a:
X X
e(é) > —
2
2

>

— (3

Dix B[

. . X N . -
Or, on sait que “mZ, = +oo D’oU le résultat |} lim — = +o0

X—+o00 X—+o00 X

14



. . ... Inx
2. Démonstration de la limite dex— en+oo
Pour toutx e R, on poset =Inx, ona limInx= +codonc limt=+co

X—+00 X—+00

De plus :
Inx t
 d

Or, d’aprés ce qui précede, Iir% = 400

t—+o0

.t
donct lim = =0

—+00

On en déduit que|:lim In_x =0

X—+00 X

Théoréme 15 Corrolaire
Pour tout entiern= 1:

o [imxinx=0
x—0

. —+400 XN

o IMmx"INx=0 e X
x>0 e lm —=0

e lim x"e=0 Xxtoo XN
X——00

Démonstration :

C’est un corrollaire de ce qui précede,
mais pour la limite dex—n en+oo, on écrit :
n
e |e®) 1
—_— X —_—
X" (>_<) n"
n

Le théoreme de la limite de la composée de fonctions permet de conclure.

15



1.9 Primitive s’annulant en a

Théoréme 16 Soit f une fonction continue sur un intervalle |, et a.
La fonction F définie par :

F: X|—>f f(t)dt

est 'unique primitive de f qui s’annule en a.

Démonstration :
On suppose qué est continue et croissante dur
(Le cas général est admis et sa démonstration pa&sau programme

Existence : On sait que toute fonction continue sur un interValdmet une inté-
grale sur cet intervalle.

X
Donc, pour tou € I, I’intégralef f(t)dt existe.
a

X
Il existe donc une fonctioR définie sud parF : X — f f(t)dt.
a

Soite €l eth>0telquea + hel.
f étant une fonction positive et croissarfi¢q+h)—F (@) est une aire encadrée
par l'aire de deux rectangles de largéur

A

flath) L -
flay |mmmes e
a a+h

16



hx f(a) < F(a+h)—F(a) <hx f(a +h)
On a alors

F(a + h) - F(a)
h

Or on sait quef est continue, donch: Ioinh(a +h) = f(a)

h>0
Ce qui implique d’'apres le théoreme des gendarmes (Théatpmqe :

f(a) < < f(a+h)

im F(a + h) - F(a)

h—0 h
h>0

On démontre de maniere analogue le résultht<sio.

Il en résulte que F'(a) = f(a)

Autrement dit,F est dérivable sur et sa dérivée edt.
Unicité :

Onsaitque-(a) =0

SupposongjueG est une autre primitive dé vérifiantG(a) = 0.

Nécessairement, pour toxie I, on a :G(x) = F(x)+C ouC est une constante
réelle non nulle.

OnaalorsG(a)=F@+C=C.0r,C#0

Contradiction.

La supposition est donc fausse, et la foncttoast unique.

= f(a)

17



1.10 Intégration Par Parties

Théoréme 17 Intégration par parties

Soientu et v deux fonctions continues et dérivables sur I'intervall
telles que leurs dérivées soiamntinuessur |.

Pour tousréelsaetbdel,ona:

D

b b
f U v(t)dt = [u@v()]° - f u()V/ ()t

a

Démonstration :

u et v sont dérivables suir on a donc :

(uvy =uv+uv

La fonction (uv) est continue donc intégrable duet on a pour tous réeéset

bdel :
b
f (uv) (t)dt

f b(u’v + uv)(t)dt

b b
f (U'v)(t)dt + f (uv)(t)dt (linéarité)

Or: )
f (v ()ct = [uVO]

on en déduit alors que :

b b
f U @v()dt = [u@vD]® - f UV’ (D)t

a

18



2 Géométrie

2.1 Module et argument d’un produit, d’'un quotient

Théoreme 18 Module d’'un produit, d'un quotient de nombres com-
plexes

Soient les nombres complexes Zet z
Aolrson a:

o |2Z| = |7 X |Z]

12

Z
—' =—avecz#0
b4 |Z]

Démonstration :

|zZ]? = zZxzZ
= 72Z2x7Z
= ZZxZ77
= |Z*x|ZP

Le module d’'un nombre complexe est positif, on en déduit donc :
1zZ| = |7 x |Z]
SupposongZ = 1 alorson dzZ| =7 x|Z| =1

1

etpourZ #0: '—‘ = —
z |Z|
1 1
On a alors 'zx —i =17 x '—
z z

_ 14

|Z|

D'ou le résultat.

Théoréme 19 Argument du produit, du quotient d’'un nombre complexe
Soient z et’zdeux nombres complexes. Alorson a :
e arg(z2) = arg(2) + arg(Z) + 2kr ou ke Z

e arg (;) = arg(z) — arg(zZ) + 2kr avec ke Z

Démonstration :

zZ = r(cosa+isinb)xr’(cosa’ +isinb’)
= rr’ x (cosa+isinb) x (cosa’ +isinb’)
= rr’[(cosacosa’ — sinbsinb’) + i(cosasinb’ + sinbcosa’)]
= rr’[cos@+ &) +isin(a+ &)]

19



on a alorsarg(zz) = arg(2) + arg(z) + 2kr aveck € Z
SizZ = 1 alorsarg(z2) = arg'(2) + arg(Z) = 2kr aveck € Z
d’ou arg(zl,) = —arg(zZ) + 2kr avecz # 0

Conclusion arg (EZ,) = arg(z) — arg(Z) + 2kr aveck € Z

20



2.2 Reésolution générale de I'équation du second degré

Propriété 3 Equation du second degré dafis

On considére I'équation : &2 bz+c = 0 avec ab, c trois réels et a# 0.
le discriminant de I'équation estA = b? — 4ac.

— SiA > 0, I'équation a deux solutions réelles distinctegek x, :

~b- VA
2a

~b+ VA
2a

Z =
Zr =

— SiA = 0, I'équation a une racine double :

-b

Z0:2—a

— SiA < 0, I'équation a deux solutions complexes conjuguées :

_-b-iv=a
1 2a
, _—b+i\/—A
2= 2a

Démonstration :
On considére I'expressidA(z) = aZ + bz+ ¢

2a 422
— Si A > 0, alors on obtient une filérence de deux carrés et I'on peut facto-
riser 'expressiorP(2). Les solutions sont les mémes que pour la résolution
dansR.

- . , . b
— SiA =0, P(2) est alors un carré “parfait” et on a la solutine “%a
— SiA <0, alors-A>00naalors:

2 1]

" . b\ A
En utilisant la forme canonique, on a alét&) = a[(z+ —) - ]

P@) = a 2a 2a
=gz 2o DVEAYN,, D TVEA
B 2a 2a 2a 2a

D’ou le résultat.
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2.3 Ecriture complexe des transformations du plan

Théoréme 20 Ecriture complexe des transformations
SoitQ un point du plan complexe djaew, etd un nombre réel.

e Latranslation de vecteut’ d’affixe u associe le point Ni) au point
M(2telque:z=2z+u

e La rotation de centre et d’angled associe le point K{z) au point
M(2) telque : Z - w = €(z- w)

e L’'homothétie de centr€ et de rapport k (réel non nul) associe |e
point M'(2) au point M2) tel que : Z — w = k(z - w)

Démonstration :
e Translation : .

On doit avoirMM’'=U d’'olZ — z= u, c’estadirez =z+u
e Rotation :

On doit avoir : .

QM = QM’ et QM,QM’) = 0 + 2kr aveck € Z

C’est a dire pouM # Q :

OM =QM’' — |Z-w|=|z2- |
=
= =1
Z-w
et: @M, QM) = 0+ 2kravecke Z = (U,QM’)—(U,QM) = 6+ 2kr
— arg(Z -w)-arg(z— w) =0+ 2kr
Z —
— arg(—w):9+2kzr
Z-w

Le nombre complexezz,_—z)) a donc pour module 1 et pour argument
Z-w _
Z-w _
cestadire Z - w = €%z- w)
PourM = Q, la propriété est aussi vérifiée.
e Homothétie :
Pour toutM, ona :

dou:

OM'=kx OM e 7 —w=KZz-w)

d’ou le résultat.
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2.4 Distance d’un point a un plan

Note : L'espace est muni d’un repére orthonorr(@j i, j ,?)
Théoréme 21 Distance d’un point a un plan
Soit A un point de I’espacel_,ﬂ) un vecteur non nul. Le plaw”’ est le

plan passant par A et de vecteur nornTal
Soit M un point de I'espace, et H son projeté orthogonal $ér La
distance de M au plar? est donnée par :

—

|AM . N |

I nl

MH =

Démonstratiog: .

Les vecteursdM et n son colinéaires, donc il existe un réetel que :HM=
kn

De plus :AF\)/I:AT-I + H_I\>/I donc:

—

AM. T = (AH+ HM).

= AT—I N+ H_) .n
-~ HM. n (N estnormal au plan contendnét H)
= kn.n
= K
On en déduit qué = AM_; (W est non nul), d'otHM= AM_; w
I n2 I n?
|AM. T |

Conclusion :MH = —
I n |l
Corollaire 1 Distance d’'un point a un plan : calcul pratique
Soit & un plan de I'espace déquation axby + cz+d = 0 et
Mo(Xo, Yo, Zo) UNn point de I'espace. La distance de MZ est donnée
par :

laxo + by + €z + d|
va? + b? + 2
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Démonstration :

Immédiate :

Soit A(Xs, Y1, z) un point quelconque du plag?. Le vecteurn (a, b, c) estun
vecteur normal &2.

Onaalors:

AMo. N = a(Xo— %) + b(yo — Y1) + c(Zo — 21)

ax + by + ¢z — (ax + by, + cz)
axo+by+czp+dcarAe ¥

Deplus:| n | = Va2 +b? + c?

D’ou le résultat.

2.5 Distance d’'un point a une droite dans le plan

Théoréme 22 Distance d’un point a une droite

La distance du point kg, Yo) a la droite 2 d’équation ax+ by+c =0
est donnée par :

|axo + byo + |

M) = e

Démonstration :
Analogue a la démonstration précédente du théot&hpage23
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3 Probabilités

3.1 Formule des probabilités totales

Théoreme 23 Probabilités totales
Soient A, Ay, ..., A, des événements réalisant une partition de I'uni-
versQ et B un événement quelconque. On a alors :

P(B) = ) Pa(B)xP(A)
i=1
= Pa(B)P(A1) + Pa,(B)P(A2) + - - + P, (B)P(An)
Démonstration :

les événementd; " B,A,NB,...,A,NB
réalisent une partition de I'événemd®bn a donc :

P(B) = P(A. N B) + P(A; N B) + - - + P(A, N B)

Orpouri =1,2,...,non a:P(A N B) = Pa(B) x P(A)
D’ou le résultat.
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3.2 Triangle de Pascal - Binbme de Newton

Propriété 4 n et p sont des entiers naturels telsque p— 1

L ()= ()=1 5 ()= () r
2 (=) (5= 0)

Démonstration :
Soit E un ensemble a éléments.

1. Immédiat

2. Si A contientp éléments dé&, alors son complémentaire en contiant p,

d’ou le résultat.
3. Méme raisonnement que précédemment.
4. Par le calcul :

(n—1)+(n—1) B (n-1)! . (n-1)!
p-1 Y
(n—=1)! N (n—=21)!
(p=1!n-p)!  p(n-p-1)
pn-1! (- p(n-1)!

(p-D'[(n-1)-(p-1)] p(n-1-p)

p(p-D!(n-p! (h-p)p!(n-p-1)
pin-1)!+ (n-p)(n-1)!
p!(n - p)!
(n=1)!'x[p+(n-p)]
p!(n - p)!

B n! B (n)
~opiin-p! \p

Propriété 5 Bindbme de Newton
Pour tous réels #b et pour tout n entier naturg¢h > 1) on a :

(@+b)" Z (E)a”"‘b"

k=0

M _n M _n-1 n -1 N, n
(O)a +(1)a b+ +(n_1)ati1 +(n)b
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Démonstration :
Par récurrence su.
Initialisation:
Pourn=1,0na:&+b)! = (é)a+ (i)b
La propriété est donc vérifiee pone= 1.
Hérédité:
Supposons que la propriété est vraie au nardl. (HR)
Démontrons qu’elle est vraie au rang

On sait que :
< (n-1 1-kpk
n-1 _ n-1-
(@a+b _Z( k)a b
k=0
Onadonc:

(@a+b)" = (a+b)x(@a+hb"?
n-1
= @+b)xy (” - 1)a“—1-kbk (HR)

k=0 K

n-1 n-1
_ n-1 n-1-kk n-1 n—1-kk
= ax ( K )a b +b><kzz(; K a b

. n-1 n-1 n
Or, on saltque( )+( :( )

s 1) (1))}

D'ou le résultat.
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