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1 Analyse

1.1 Limites et ordre

Théorème 1 Limites et ordre

1. Théorème des « Gendarmes »

Si, pour x « assez voisin de a »(a fini ou infini), on a :
u(x) 6 f (x) 6 v(x) et si u et v ont la même limite l en a, alors :

lim
x→a

f (x) = l

2. Cas d’une limite infinie

Si, pour x « assez voisin de a »on a f(x) > u(x), et si :

lim
x→a

u(x) = +∞, alors lim
x→a

f (x) = +∞

(Énoncé analogue pour−∞)

Démonstration :
Dans le cas oùa = +∞ (c’est le cas qui figure au programme, la démonstration

des autres cas ne pourra vous être demandée.)
On considère un intervalle ouvert quelconqueI contenantl.
La fonctionu a pour limite l en +∞ donc il existe un réelA tel que pour tout
x ∈]A;+∞[ tous les nombresu(x) sont dansI .
De même, pour la fonctionv :
On noteB le réel tel que pour toutx ∈]B;+∞[ on a :v(x) ∈ I .
On désigne parC le plus grand des nombresA et B. Alors pour toutx ∈]C;+∞[
on a :v(x) ∈ I etu(x) ∈ I .
Or, on sait queu(x) ≤ f (x) ≤ v(x).

Donc, nécessairementf (x) ∈ I
Conclusion :
f a pour limitel quandx→ +∞
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1.2 Bijection

Théorème 2 dit de la « bijection »
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur[a,b],
Alors, pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), l’équation f(x) = k a
une solutionuniquedans[A, B].

Démonstration
Nous allons établir le théorème dans le cas oùf est strictement croissante. Le

cas oùf est décroissante sera facile à en déduire.
On sait quef est une fonction continue sur [a,b].

Considérons le réelk compris entref (a) et f (b).
D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe un réelα tel que :

f (α) = k

Supposonsqu’il existe réelβ tel queβ , α et f (β) = k
Si β > α, alors f (β) > f (α) (On sait quef est strictement croissante).
et donc :f (β) , k
Contradiction. La supposition est donc fausse, et le réelα est unique.
On procède de même siβ < α.
D’où le résultat.
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1.3 Fonction composée

Théorème 3 Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle
I et g une fonction définie et dérivable sur un intervalle J tel que pour
tout x∈ I on ait u(x) ∈ J.
alors la fonction f= g ◦ u est dérivable sur I et on a pour tout x∈ I :

f ′(x) = g′(u(x)) × u′(x)

En résumé, on note(g ◦ u)′ = g′ ◦ u× u′

Démonstration :
Note importante : les commentaires officiels du programme précisent : « le prin-
cipe de la démonstration sera indiqué »

Soit x0 ∈ I . Pour toutx ∈ I (x , x0) on a :

f (x) − f (x0)
x− x0

=
g(u(x)) − g(u(x0))

x− x0

=
g(u(x)) − g(u(x0))

u(x) − u(x0)
×

u(x) − u(x0)
x− x0

pourx , x0

on a :
lim
x→x0

u(x) = u(x0) = y0

On poseX = u(x). On a alors

lim
x→x0

g(u(x)) − g(u(x0))
u(x) − u(x0)

= lim
X→y0

g(X) − g(y0)
X − y0

= g′(y0)

De plus :

lim
x→x0

u(x) − u(x0)
x− x0

= u′(x0)

Conclusion :

f ′(x0) = g′(y0) × u′(x0)

= g′(u(x0)) × g′(x0)

CQFD
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1.4 Fonction exponentielle, existence et unicité

Propriété 1 S’il existe une solution f dérivable surR de l’équation
différentielle f′ = f avec f(0) = 1,
alors f est non nulle surR

Démonstration :
On considère la fonctiong : x 7→ f (x) f (−x). g est définie surR, et —par

composition de fonctions dérivables surR— est donc dérivable surR.
En utilisant le théorème de dérivation composée, on a pour toutx ∈ R :

g′(x) = f ′(x) f (−x) − f (x) f ′(−x)

= f (x) f (−x) − f (x) f (−x) ( f ′ = f )

= 0

g est donc une fonction constante.
Or, f (0) = 1 doncg(0) = 1 et pour toutx ∈ R on a :g(x) = 1.
Supposonsqu’il existea ∈ R tel que f (a) = 0.
Alors on auraitg(a) = f (a) f (−a) = 0. Contradiction.
La supposition est donc fausse etf ne s’annule jamais.

QED.

Théorème 4 et Définition
Il existe une unique fonction f , dérivable surR telle que f′ = f et
f (0) = 1.
Cette fonction est lafonction exponentielle. On la noteexp.

Démonstration :
Existence :
le théorème d’existence et d’unicité de la fonction qui s’annule ena :

x 7→
∫ x

a
f (t)dt (voir théorème16 page16) permet de prouver l’existence de

la fonction logarithme et de sa réciproque, la fonction exponentielle (grâce au
théorème de la bijection).
Unicité :
Supposonsqu’il existe une autre solutiong vérifiant les conditions.

f ne s’annule pas, la fonction
g
f

est donc définie et dérivable surR et on a :(
g
f

)′
=

f ′g− g′ f
f 2

=
f g− g f

f 2
= 0.
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La fonction
g
f

est donc constante. Or,
g
f
(0) =

g(0)
f (0)
= 1

Donc, pour tout réelx,
g
f
(x) = 1. D’où f = g

Conclusion :
La fonction f est unique.
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1.5 Équation différentielle

Théorème 5 Équation y′ = ky
Soit k un réel non nul. L’équation différentielle f′ = k f a pour ensemble
de solutions dansR l’ensemble des fonctions :

x 7→ Cekx

Où C est une constante réelle quelconque.

Démonstration :
• On posef (x) = Cekx. On vérifie facilement quef est solution de l’équation.
• Réciproquement, soitf une solution de l’équation. On pose :g : x 7→ e−kx × f (x).

g est dérivable surR et on a :g′(x) = e−kx( f ′(x) − k f(x)) = 0 car f ′ = k f .
La fonctiong est donc constante et on poseg(x) = C. Alors on a :

f (x) = Cekx

Théorème 6 Équation y′ = ay+ b
On considère l’équation différentielle y′ = ay+ b (1) (a,b réels, a, 0),
et l’équation sans second membre associée y′ = ay (ou bien y′−ay= 0).
Alors :
• Il existeune fonction constante g, solution particulière de(1) :

g(x) = −
b
a

;

• L’ensemble des solutions de (1) sont les fonctions :

x 7→ Ceax −
b
a

Démonstration :

• la fonctiong : x 7→ −
b
a

est solution de (1) : Immédiat.

• f est solution de (1)⇐⇒ pour tout x on af ′(x) − a f(x) = b,
ie : f ′(x) − a f(x) = g′(x) − ag(x)
autrement dit : (f − g)′ = a( f − g)
c’est à dire :f est solution de (1)⇐⇒ f − g est solution dey′ = ay.
D’après le théorème précédent, on doit avoir pour toutx ∈ R, ( f − g)(x) = Ceax

oùC est une constante réelle.
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Conclusion : les solutions de (1) sont les fonctions :

x 7→ Ceax −
b
a

avecC ∈ R

Théorème 7 condition initiale
Il existe une unique solution de l’équation différentielle y′ = ay + b
vérifiant la condition initiale :

y(x0) = y0. (x0 et y0réels donnés).

Démonstration :
D’après le théorème précédent, l’ensemble des solutions de l’équation est de

la forme :

f : x 7→ Ceax −
b
a

avecC ∈ R

on doit avoir f (x0) = y0, soity0 = Ceax0 −
b
a

Autrement dit :C =

(
y0 +

b
a

)
e−ax0

Il existe donc un seul réelC et la propriété est démontrée.
( Note : On peut aussi faire une démonstration par l’absurde)
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1.6 Propriétés des fonctions logarithme et exponentielle

1.6.1 La fonction exponentielle

Théorème 8 Relation fonctionnelle
Pour tous réels a et b,exp(a+ b) = exp(a) × exp(b)

Démonstration :
On considère la fonctionf définie surR par : f : x 7→ exp(a+ b− x) × exp(x)
La fonction f est dérivable surR et on a :

f ′(x) = −exp(a+ b− x) × exp(x) + exp(a+ b− x) × exp(x)

= 0

la fonction f est donc une fonction constante.
De plus, f (0) = exp(a+ b) × exp(0)= exp(a+ b), et f (b) = exp(a) × exp(b)
f étant constante, on a alors :
exp(a+ b) = exp(a) × exp(b)

Théorème 9 Propriétés algébriques
Pour tous réels a et b, et pour tout entier relatif n, on a :

• exp(a− b) =
exp(a)
exp(b)

• exp(na) = [exp(a)]n (n ∈ Z)

• exp(−b) =
1

exp(b)

• exp
(a
n

)
= n

√
exp(a)

Démonstration : Immédiate à partir du théorème précédent.

Théorème 10 Relation fonctionnelle caractéristique
Il existe une seule fonction f dérivable , non nulle surR telle que :
f (a+ b) = f (a) × f (b) et f(0) = 1
Cette fonction est la fonction exponentielle

Démonstration :
On sait que la fonction exponentielle vérifie les quatres conditions. Démon-

trons l’unicité.
Supposons qu’il existe une autre fonctiong vérifiant ces conditions. Pour tout

x ∈ R, on ag(x+ b) = g(x) × g(b).
La fonctionx 7→ g(x+ b) est dérivable surR, et on a :
g′(x+ b) = g′(x) × g(b), et pourx = 0, on a :g′(b) = g(b)
De plusg(0) = 1. La fonctiong vérifie donc l’équation différentiellef ′ = f et

est la solution telle quef (0) = 1
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g est donc la fonction exponentielle.
Contradiction. La supposition est donc fausse, et l’unicité est démontrée.

1.6.2 Le logarithme

Théorème 11 Propriétés algébriques
Pour tous réels a et b strictement positifs, et pour tout entier relatif n,
on a :

• ln ab= ln a+ ln b
• ln an = n ln a

• ln n
√

a =
1
n

ln a (n ∈ N∗)

• ln
a
b
= ln a− ln b

• ln
1
b
= − ln b

Démonstration :
La démonstration repose sur l’utilisation des propriétés de la fonction expo-

nentielle, sa réciproque. Démonstration du premier point :
on poseU = ln abetV = ln a+ ln b
Alors on a :

exp(U) = exp(lnab)

= ab

exp(V) = exp(lna+ ln b)

= exp(lna) × exp(lnb)

= ab

on a alors exp(U) = exp(V), donc nécessairementU = V (l’exponentielle est
bijective)

Autrement dit : lnab= ln a+ ln b
On démontre le second point à l’aide d’un raisonnement par récurrence.

Théorème 12 Equation fonctionnelle caractéristique
Si f est une fonction dérivable sur]0;+∞[ telle que
f (ab) = f (a) + f (b) et f′(1) = 1, alors f est la fonctionln

Démonstration :
Soit f une telle fonction. On a alors :f (1× a) = f (1)+ f (a)
Autrement dit,f (a) = f (1)+ f (a). D’où f (1) = 0.
On considère la fonctionF définie parF(x) = f (ax)
F est une fonction dérivable sur ]0;+∞[ comme composée de fonctions dérivables
sur ]0;+∞[
Et on a :F′(x) = a f ′(ax)
Or, f (ax) = f (a) + f (x) donc :F′(x) = f ′(x)
On en déduit que :f ′(x) = a f ′(ax)
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Et, pourx = 1, on a : f ′(1) = 1 = a f ′(a)

On a alors poura > 0 : f ′(a) =
1
a

En résumé, la fonctionf est donc telle que :

– f (1) = 0

– f ′(a) =
1
a

poura > 0

Conclusion :
La fonction f est donc la fonction ln
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1.7 Les suites

Propriété 2 Suites divergentes
• Une suite croissante et non majorée diverge vers+∞
• Une suite décroissante et non minorée diverge vers−∞

Démonstration :
Démontrons le premier point. La méthode est analogue pour le second point.
Soit (un) une suite croissante non majorée, etA un nombre réel quelconque.
La suite n’est pas majorée, donc il existe un rangk tel queuk > A
Or, la suite (un) est croissante, donc pour toutn > k, on a :un > uk

Donc pour tout entiern > k, on aun > A
Conclusion : La suite (un) diverge vers+∞.

Théorème 13 Suites adjacentes
Si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent et elles ont la
même limite

Démonstration :
Soient deux suites (un) et (vn) telles que :

(un) soit croissante, (vn) décroissante et lim
n→+∞

(un − vn) = 0

1. Montrons que pour toutn, un 6 vn

On posewn = vn − un. Étudions le sens de variation de (wn)

wn+1 − wn = (vn+1 − un+1) − (vn − un)

= (vn+1 − vn) − (un+1 − un)

Or, la suite (un) est croissante, donc (un+1 − un) > 0
Et la suite (vn) est décroissante, donc (vn+1 − vn) 6 0
On en déduit que : (wn+1 − wn) 6 0, la suite est donc décroissante.
De plus on sait que : lim

∞
vn − un = 0

la suite (wn) est donc positive et pour toutn
on a :vn − un > 0 ⇐⇒ vn > un

2. Montrons que les suites (un) et (vn) sont convergentes.
pour toutn, on sait queun 6 vn.
Or, la suite (vn) est décroissante, donc pour toutn, vn 6 v0.
On en déduit que pour toutn, un 6 v0

Conclusion : la suite (un) est croissante et majorée parv0, donc convergente.
On procède de même pour la suite (vn).
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3. Montrons que les suites (un) et (vn) convergent vers la même limite.
la suite (un) converge versL, et la suite (vn) converge versl.
D’après les propriétés de la limite d’une différence, on a :
lim
∞

(vn − un) = l − L

Or, lim
∞

vn − un = 0

doncl − L = 0, c’est à dire :l = L.
Conclusion :
les suites convergent vers la même limite et le théorème est démontré.
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1.8 Croissances comparées

Théorème 14 Croissances comparées - limites fondamentales

lim
x→+∞

ex

x
= +∞ lim

x→+∞

ln x
x
= 0

Démonstration :

1. Déterminons la limite de
ex

x
en+∞

Dans le cours, ces propriétés sont appelées « croissance comparée ». Com-
parons les fonctionsx 7→ ex et x 7→ x, et montrons que pour toutx réel,
ex > x.
On pose :g(x) = ex − x.
La fonctiong est dérivable surR (somme de fonctions dérivables) et on a :
g′(x) = ex − 1

g′(x) > 0 ⇐⇒ ex − 1 > 0

⇐⇒ ex > 1

⇐⇒ ex > e0

⇐⇒ x > 0

On a :g(0) = 1
d’où le tableau :

x −∞ 0 +∞

g′(x) − 0 +

g(x) ↘ ↗

1

La fonctiong est donc positive et pour toutx, on a : ex > x
Pour toutx > 0, on a :

e( x
2) >

x
2

⇐⇒
[
e( x

2)
]2
>

( x
2

)2

⇐⇒ ex >
x2

4

⇐⇒
ex

x
>

x
4

Or, on sait que lim
x→+∞

x
4
= +∞ D’où le résultat : lim

x→+∞

ex

x
= +∞
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2. Démonstration de la limite de
ln x
x

en+∞

Pour toutx ∈ R, on pose :t = ln x, on a lim
x→+∞

ln x = +∞ donc lim
x→+∞

t = +∞

De plus :

ln x
x
=

t
et

Or, d’après ce qui précède, lim
t→+∞

et

t
= +∞

donc lim
t→+∞

t
et
= 0

On en déduit que : lim
x→+∞

ln x
x
= 0

Théorème 15 Corrolaire
Pour tout entier n> 1 :

• lim
x→0

x ln x = 0

• lim
x→0

xn ln x = 0

• lim
x→−∞

xnex = 0

• lim
x→+∞

ex

xn
= +∞

• lim
x→+∞

ln x
xn
= 0

Démonstration :
C’est un corrollaire de ce qui précède,

mais pour la limite de
ex

xn
en+∞, on écrit :

ex

xn
=

e( x
n)(

x
n

) 
n

×
1
nn

Le théorème de la limite de la composée de fonctions permet de conclure.
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1.9 Primitive s’annulant en a

Théorème 16 Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et a∈ I.
La fonction F définie par :

F : x 7→
∫ x

a
f (t)dt

est l’unique primitive de f qui s’annule en a.

Démonstration :
On suppose quef est continue et croissante surI

(Le cas général est admis et sa démonstration n’estpasau programme)

Existence : On sait que toute fonction continue sur un intervalleI admet une inté-
grale sur cet intervalle.

Donc, pour toutx ∈ I , l’intégrale
∫ x

a
f (t)dt existe.

Il existe donc une fonctionF définie surI parF : x 7→
∫ x

a
f (t)dt.

Soitα ∈ I eth > 0 tel queα + h ∈ I .
f étant une fonction positive et croissante,F(α+h)−F(α) est une aire encadrée

par l’aire de deux rectangles de largeurh :

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

� � �
� � �
� � �
� � �
� � �
� � �
� � �
� � �
� � �

a a+h

f(a)

f(a+h)
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h× f (α) 6 F(α + h) − F(α) 6 h× f (α + h)

On a alors

f (α) 6
F(α + h) − F(α)

h
6 f (α + h)

Or on sait quef est continue, donc lim
h→0
h>0

f (α + h) = f (α)

Ce qui implique d’après le théorème des gendarmes (Théorème1) que :

lim
h→0
h>0

F(α + h) − F(α)
h

= f (α)

On démontre de manière analogue le résultat sih < 0.
Il en résulte que :F′(α) = f (α)
Autrement dit,F est dérivable surI et sa dérivée estf .

Unicité :
On sait queF(a) = 0
SupposonsqueG est une autre primitive def vérifiantG(a) = 0.
Nécessairement, pour toutx ∈ I , on a :G(x) = F(x)+C oùC est une constante

réelle non nulle.
On a alors :G(a) = F(a) +C = C. Or,C , 0
Contradiction.
La supposition est donc fausse, et la fonctionF est unique.
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1.10 Intégration Par Parties

Théorème 17 Intégration par parties
Soientu et v deux fonctions continues et dérivables sur l’intervalle I
telles que leurs dérivées soientcontinuessur I.
Pour tous réels a et b de I, on a :∫ b

a
u′(t)v(t)dt = [u(t)v(t)]b

a −

∫ b

a
u(t)v′(t)dt

Démonstration :
u et v sont dérivables surI , on a donc :
(uv)′ = u′v + uv′

La fonction (uv)′ est continue donc intégrable surI et on a pour tous réelsa et
b de I :

∫ b

a
(uv)′(t)dt =

∫ b

a
(u′v + uv′)(t)dt

=

∫ b

a
(u′v)(t)dt +

∫ b

a
(uv′)(t)dt (linéarité)

Or : ∫ b

a
(uv)′(t)dt = [u(t)v(t)]b

a

on en déduit alors que :∫ b

a
u′(t)v(t)dt = [u(t)v(t)]b

a −

∫ b

a
u(t)v′(t)dt
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2 Géométrie

2.1 Module et argument d’un produit, d’un quotient

Théorème 18 Module d’un produit, d’un quotient de nombres com-
plexes
Soient les nombres complexes z et z′

Aolrs on a :
• |zz′| = |z| × |z′|

•

∣∣∣∣∣ z
z′

∣∣∣∣∣ = |z||z′| avec z′ , 0

Démonstration :

|zz′|2 = zz′ × zz′

= zz′ × zz′

= zz× z′z′

= |z|2 × |z′|2

Le module d’un nombre complexe est positif, on en déduit donc :
|zz′| = |z| × |z′|
Supposonszz′ = 1 alors on a|zz′| = |z| × |z′| = 1

et pourz′ , 0 :
∣∣∣∣∣ 1z′

∣∣∣∣∣ = 1
|z′|

On a alors :
∣∣∣∣∣z× 1

z′

∣∣∣∣∣ = |z| × ∣∣∣∣∣ 1z′
∣∣∣∣∣ = |z||z′|

D’où le résultat.
Théorème 19 Argument du produit, du quotient d’un nombre complexe
Soient z et z′ deux nombres complexes. Alors on a :
• arg(zz′) = arg(z) + arg(z′) + 2kπ où k∈ Z

• arg
( z
z′

)
= arg(z) − arg(z′) + 2kπ avec k∈ Z

Démonstration :

zz′ = r(cosa+ i sinb) × r ′(cosa′ + i sinb′)

= rr ′ × (cosa+ i sinb) × (cosa′ + i sinb′)

= rr ′[(cosacosa′ − sinbsinb′) + i(cosasinb′ + sinbcosa′)]

= rr ′[cos(a+ a′) + i sin(a+ a′)]
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on a alorsarg(zz′) = arg(z) + arg(z′) + 2kπ aveck ∈ Z
Si zz′ = 1 alorsarg(zz′) = arg′(z) + arg(z′) = 2kπ aveck ∈ Z

d’où arg

(
1
z′

)
= −arg(z′) + 2kπ avecz′ , 0

Conclusion :arg
( z
z′

)
= arg(z) − arg(z′) + 2kπ aveck ∈ Z
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2.2 Résolution générale de l’équation du second degré

Propriété 3 Équation du second degré dansC
On considère l’équation : az2+bz+c = 0 avec a,b, c trois réels et a, 0.
le discriminant de l’équation est :∆ = b2 − 4ac.
– Si∆ > 0, l’équation a deux solutions réelles distinctes, x1 et x2 :

z1 =
−b−

√
∆

2a

z2 =
−b+

√
∆

2a

– Si∆ = 0, l’équation a une racine double :

z0 =
−b
2a

– Si∆ < 0, l’équation a deux solutions complexes conjuguées :

z1 =
−b− i

√
−∆

2a

z2 =
−b+ i

√
−∆

2a

Démonstration :
On considère l’expressionP(z) = az2 + bz+ c

En utilisant la forme canonique, on a alorsP(z) = a
[(

z+
b
2a

)2

−
∆

4a2

]
– Si ∆ > 0, alors on obtient une différence de deux carrés et l’on peut facto-

riser l’expressionP(z). Les solutions sont les mêmes que pour la résolution
dansR.

– Si ∆ = 0, P(z) est alors un carré “parfait” et on a la solutionz= −
b
2a

– Si ∆ < 0, alors−∆ > 0 On a alors :

P(z) = a

(z+ b
2a

)2

−

 i
√
−∆

2a

2
= a

z+ b
2a
−

i
√
−∆

2a

 z+ b
2a
+

i
√
−∆

2a


D’où le résultat.
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2.3 Écriture complexe des transformations du plan

Théorème 20 Écriture complexe des transformations
SoitΩ un point du plan complexe d’affixeω, etθ un nombre réel.

• La translation de vecteur
−→
u d’affixe u associe le point M′(z) au point

M(z) tel que : z′ = z+ u
• La rotation de centreΩ et d’angleθ associe le point M′(z) au point

M(z) tel que : z′ − ω = eiθ(z− ω)
• L’homothétie de centreΩ et de rapport k (réel non nul) associe le

point M′(z) au point M(z) tel que : z′ − ω = k(z− ω)

Démonstration :
• Translation :

On doit avoir
−→

MM′=
−→
u d’où z′ − z= u, c’est à direz′ = z+ u

• Rotation :
On doit avoir :
ΩM = ΩM′ et (

−→

ΩM,
−→

ΩM′) = θ + 2kπ aveck ∈ Z
C’est à dire pourM , Ω :

ΩM = ΩM′ ⇐⇒ |z′ − ω| = |z− ω|

⇐⇒

∣∣∣∣∣z′ − ωz− ω

∣∣∣∣∣ = 1

et : (
−→

ΩM,
−→

ΩM′) = θ + 2kπ aveck ∈ Z ⇐⇒ (
−→
u ,

−→

ΩM′) − (
−→
u ,

−→

ΩM) = θ + 2kπ

⇐⇒ arg(z′ − ω) − arg(z− ω) = θ + 2kπ

⇐⇒ arg

(
z′ − ω
z− ω

)
= θ + 2kπ

Le nombre complexe
z′ − ω
z− ω

a donc pour module 1 et pour argumentθ,

d’où :
z′ − ω
z− ω

= eiθ

c’est à dire :z′ − ω = eiθ(z− ω)
PourM = Ω, la propriété est aussi vérifiée.
• Homothétie :

Pour toutM, ona :

−→

ΩM′= k×
−→

ΩM ⇐⇒ z′ − ω = k(z− ω)

d’où le résultat.
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2.4 Distance d’un point à un plan

Note : L’espace est muni d’un repère orthonormal(O;
−→

i ,
−→

j ,
−→

k )

Théorème 21 Distance d’un point à un plan

Soit A un point de l’espace,
−→
n un vecteur non nul. Le planP est le

plan passant par A et de vecteur normal
−→
n

Soit M un point de l’espace, et H son projeté orthogonal surP. La
distance de M au planP est donnée par :

MH =
|
−→

AM .
−→
n |

||
−→
n ||

Démonstration :
Les vecteurs

−→

HM et
−→
n son colinéaires, donc il existe un réelk tel que :

−→

HM=

k
−→
n

De plus :
−→

AM=
−→

AH +
−→

HM donc :

−→

AM .
−→
n = (

−→

AH +
−→

HM).
−→
n

=
−→

AH .
−→
n +

−→

HM .
−→
n

=
−→

HM .
−→
n (

−→
n est normal au plan contenantA et H)

= k
−→
n .

−→
n

= k||
−→
n ||2

On en déduit quek =

−→

AM .
−→
n

||
−→
n ||2

(
−→
n est non nul), d’où

−→

HM=


−→

AM .
−→
n

||
−→
n ||2

 −→n
Conclusion :MH =

|
−→

AM .
−→
n |

||
−→
n ||

Corollaire 1 Distance d’un point à un plan : calcul pratique
Soit P un plan de l’espace d’équation ax+ by + cz + d = 0 et
M0(x0, y0, z0) un point de l’espace. La distance de M àP est donnée
par :

|ax0 + by0 + cz0 + d|
√

a2 + b2 + c2
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Démonstration :
Immédiate :
Soit A(x1, y1, z1) un point quelconque du planP. Le vecteur

−→
n (a,b, c) est un

vecteur normal àP.
On a alors :

−→

AM0 .
−→
n = a(x0 − x1) + b(y0 − y1) + c(z0 − z1)

= ax0 + by0 + cz0 − (ax1 + by1 + cz1)

= ax0 + by0 + cz0 + d carA ∈P

De plus :||
−→
n || =

√
a2 + b2 + c2

D’où le résultat.

2.5 Distance d’un point à une droite dans le plan

Théorème 22 Distance d’un point à une droite
La distance du point M(x0, y0) à la droiteD d’équation ax+ by+ c = 0
est donnée par :

d(M,D) =
|ax0 + by0 + c|
√

a2 + b2

Démonstration :
Analogue à la démonstration précédente du théorème21page23

24



3 Probabilités

3.1 Formule des probabilités totales

Théorème 23 Probabilités totales
Soient A1,A2, . . . ,An des événements réalisant une partition de l’uni-
versΩ et B un événement quelconque. On a alors :

P(B) =
n∑

i=1

PAi (B) × P(Ai)

= PA1(B)P(A1) + PA2(B)P(A2) + · · · + PAn(B)P(An)

Démonstration :
les événementsA1 ∩ B,A2 ∩ B, . . . ,An ∩ B
réalisent une partition de l’événementB on a donc :

P(B) = P(A1 ∩ B) + P(A2 ∩ B) + · · · + P(An ∩ B)

Or pouri = 1,2, . . . ,n on a :P(Ai ∩ B) = PAi (B) × P(Ai)
D’où le résultat.
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3.2 Triangle de Pascal - Binôme de Newton

Propriété 4 n et p sont des entiers naturels tels que p6 n− 1

1.
(
n
0

)
=

(
n
n

)
= 1

2.
(

n
p

)
=

(
n

n−p

) 3.
(
n
1

)
=

(
n

n−1

)
= n

4.
(

n−1
p−1

)
+

(
n−1

p

)
=

(
n
p

)
Démonstration :
Soit E un ensemble àn éléments.

1. Immédiat

2. Si A contientp éléments deE, alors son complémentaire en contientn− p,
d’où le résultat.

3. Même raisonnement que précédemment.

4. Par le calcul :

(
n− 1
p− 1

)
+

(
n− 1

p

)
=

(n− 1)!
(p− 1)![(n− 1)− (p− 1)]!

+
(n− 1)!

p!(n− 1− p)!

=
(n− 1)!

(p− 1)!(n− p)!
+

(n− 1)!
p!(n− p− 1)!

=
p(n− 1)!

p(p− 1)!(n− p)!
+

(n− p)(n− 1)!
(n− p)p!(n− p− 1)!

=
p(n− 1)! + (n− p)(n− 1)!

p!(n− p)!

=
(n− 1)! × [p+ (n− p)]

p!(n− p)!

=
n!

p!(n− p)!
=

(
n
p

)

Propriété 5 Binôme de Newton
Pour tous réels a,b et pour tout n entier naturel(n > 1) on a :

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n
k

)
an−kbk

=

(
n
0

)
an +

(
n
1

)
an−1b+ · · · +

(
n

n− 1

)
abn−1 +

(
n
n

)
bn
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Démonstration :
Par récurrence surn.
Initialisation:

Pourn = 1, on a : (a+ b)1 =
(
1
0

)
a+

(
1
1

)
b

La propriété est donc vérifiée pourn = 1.
Hérédité:

Supposons que la propriété est vraie au rangn− 1. (HR)
Démontrons qu’elle est vraie au rangn

On sait que :

(a+ b)n−1 =

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
an−1−kbk

On a donc :

(a+ b)n = (a+ b) × (a+ b)n−1

= (a+ b) ×
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
an−1−kbk (HR)

= a×
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
an−1−kbk + b×

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
an−1−kbk

=

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
an−kbk +

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
an−1−kbk+1

=

(
n− 1

0

)
an +

[(n− 1
0

)
+

(
n− 1

1

)]
an−1b+ . . .

· · · +

[(n− 1
k− 1

)
+

(
n− 1

k

)]
an−1−kbk + . . .

· · · +

[(n− 1
n− 2

)
+

(
n− 1
n− 1

)]
abn−1 +

(
n− 1
n− 1

)
bn

Or, on sait que :

(
n− 1
k− 1

)
+

(
n− 1

k

)
=

(
n
k

)
De plus :

(
n− 1

0

)
=

(
n− 1
n− 1

)
=

(
n
0

)
=

(
n
n

)
= 1

D’où le résultat.
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